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0. INTRODUCTION 
Ce travail a pour but de montrer un theoreme d’interpolation pour les 
polynomes a N variables (N> 3). Prtcisement Ctant donnes I points 
A,, . . . . A, de kN, 1 vecteurs non nuls VI, . . . . VI de kN et I entiers n,, . . . . n, 
strictements positifs on ttudie l’existence dun polynome P de 
HX1, . ..> X,], de degre inferieur ou tgal a d, qui, pour chaque valeur de i 
prenne, ainsi que ses derivtes successives d’ordre strictement inferieur a ni, 
par rapport a Vi, des valeurs prescrites en Ai. 
Cet article resout ce probleme d’existence pour des valeurs quelconques 
des ni, pour des points gtneraux A, et des directions gentrales Vi. Par 
exemple on montre l’existence de P des que 
I=/ 
a C n, et n, d d+ 1 pour tout i. 
r=l 
Plus prtcidment, soient k un corps commutatif de caracteristique nulle et 
F A, V l’application k-lintaire 
FA, “: k,[x,, . . . . x,] + kL 
06 k, [x, , . . . . xN] dtsigne le k-espace des polynbmes de degre inferieur ou 
&gal a d, entier donne, (n,),, ,,.,.,, une suite donnte d’entiers de N*, L 
l’entier L :=cj:i ni, A= (A,, . . . . A,) une suite de I points distincts de kN, 
v= ( v, ) . ..) V,) une suite de I vecteurs non nuls de kN, et enfin 
(SJP/GV,j)(Ai) la derivee partielle d’ordre j de P dans la direction de Vi 
calculee au point Ai. 
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Dans cet article on calcule le rang de FA, y quand A et V sont en position 
gtntrale. Plus precisement on demontre le 
THBOR~~ME 0. Si N 3 3 et si FA, v est le morphisme 
F a,v:k,C~w..,x,J+k~ 
alors 
max(rang FA, ,,) = min 
(( > 
‘LN , ‘i’ min(d+ 1, ni) 
i=l 
oti (“L”) disigne Ie coefficient binomial classique. 
Remargues. (1) Le probleme analogue si N= 1 est elementaire tandis 
que le cas N= 2 a tte traitt par A. Eastwood dans [El. 
(2) On montre en outre que le maximum du rang de FA, y n’est pas, 
contrairement au cas oti N vaut deux, necessairement obtenu pour des 
vecteurs Vi tous paralleles a un m&me hyperplan. 
On demontre ce theoreme apt-es s’etre ramene au cas oti le corps de base 
est algtbriquement clos en utilisant la methode d’Horace d&rite par 
A. Hirschowitz dans [AH]. Dans le cas particulier od, pour tout i de 
11, 11, ni vaut d+ 1, le Theoreme 0 peut s’interpreter comme un resultat sur 
les droites en position generale dans l’espace projectif. Ce cas particulier 
avait ttt trait6 auparavant par Hartshorne et Hirschowitz (cf. [HH]). Du 
reste la demonstration proposee dans cet article reprend des constructions 
d&rites par ces derniers. La demonstration repose, par ailleurs, sur la colli- 
sion de biais, technique de specialisation introduite dans [E] pour traiter 
le probleme en dimension deux. 
Entin le calcul des dimensions des groupes de cohomologie, des idtaux 
tordus par Co,;, des sous-schtmas localement rectilignes generaux de 
dimension zero de [Fp: resulte facilement de ce theoreme. 
Je tiens a remercier A. Hirschowitz pour l’aide qu’il m’apportee. 
Contents. 
I. Contient des gP&ralitPs. 
II. Contient I’Pnonct de la proposition fondamentale ainsi que deux corollaires. 
III-IV. Contiennent des prCliminaires ri la dthonstration de la proposition fondamentale. 
V. Contient la dkmonstration de la proposition jbndamentale si N = 3. 
VI. Contient la d&monstration de la proposition fondamentale si N > 4. 
VII. Contient les lemmes numkriques qui interviennent dam les Sections V et VI. 
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1. ELEMENTS DE CONTACT ET MULTIJET~ES 
1.1. Ekment de Contact. Notons G: (N) la grassmanienne des droites de 
p,“. Nous dtsignons par C le schema lP, x G:(N) et par r le sous-schema 
de C associe a la variete des couples D = (M, L) ou A4 est un point de P,” 
et L une droite de lp,” avec M sur L. Le schema r est souvent appele 
le schtma d’incidence. Un point de r est appele un tlkment de contact 
dans p,“. 
1.2. Notion de p-Jet&e. Pour tout entier p suptrieur ou tgal a deux, 
D = (M, L) etant un point (non necessairement ferme) de r de corps de 
definition K, nous definissons DP comme Ctant le sous-schema de pf egal 
au voisinage infinitesimal de colongueur p de M dans L. Nous appellerons 
Dp une jet&e ou plus precisement une p-jetde. Nous dirons aussi que L est 
l’axe de la jette et A4 son support. 
Si HilbP pf designe le schema des sous-schemas fermes de colongueur p de 
FJ’F, le morphisme nature1 
jp: r+ HilbP PN 
DwDP 
est un plongement. 
1.3. CONVENTION. Pour uniformiser les notations, dans la suite, un 
point de PN sera parfois appele une 1-jetee et note D’ oh D = (M, L), L 
etant une droite passant par M. Toute droite passant par M pourra &tre 
considerte comme un axe de D’. 
1.4. Notion de Multijetke. 
1.4.1. DEFINITION. Un sous-schema X de pf est dit localement rectiligne 
si pour tout point A4 du support de X il existe un voisinage ouvert V de 
M tel que Vn X soit inclus dans une droite de P,“. 
1.4.2. DEFINITION. Nous appellerons multijete’e tous sous-schema de p,” 
localement rectiligne, de dimension zero. 
1.4.3. Notation. Soit Y l’ensemble des suites decroissantes d’entiers 
naturels a support finit et & l’ensemble des applications de IV* vers kJ a 
support fini. L’application 
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od E est I’application dtlinie, II &ant l’application qui d&nit la suite 
h)reN*y par 
Vje N*, s(j)=Cardn-‘({j}) (s(j) sera note E, dans la suite) 
est bijective. Dans la suite nous utiliserons la suite (FZ~);~~* ainsi que son 
image .s, que nous noterons aussi ri et que nous appellerons I’application 
associbe. D’autre part nous Ccrirons aussi (n,),, ,,,,,,, au lieu de (u,)~~ mr* si 
(i>Ian,=O). 
Si D = (O,, . . . . 0,) est dans r’, a toute suite dtcroissante (n,),= i,,,,,, de 9’ 
nous associons la multijetee X := Uj;{ Dp, qui sera notee dans la suite D” 
(ou D”), E Ctant l’application associee a la suite n, avec la convention 
que Dp est vide. Inversement il est clair que toute multijetee est du type 
precedent. 
Les multijettes de multi-indice donne constituent un sous-schema locale- 
ment ferme et irreductible du schema de Hilbert de PC. Le schema irreduc- 
tible des multijetees de multi-indice tixe n, admet un point generique unique 
que nous appellerons dans la suite la multijetee generale D” associee au 
multi-indice n. 11 rtsulte de la definition d’une multijette que D” est 
generale dans le sous-schema des multijetees de multi-indice n fixit si et 
seulement si pour tout i de 11, Cg, D, est generique dans K Enfin la 
colongueur de D” = D” est l’entier CjZ: n, = Cj, N* j.zi. 
II. PROPOSITION FONDAMENTALE ET COROLLAIRES 
11.0. CONVENTION. Dans toute la suite on convient que [a, b] = 0 si 
b < a. 
11.1. Traduction du Problhe Initial en GkomCtrie Projective. La suite 
dtcroissante n = (n,),= i,,.,,[ ttant don&e ainsi que l’entier nature1 d, soit 
X := D” la multijetee generale associee a fl. Notons cp,ti(d) le morphisme 
nature1 
cp,44: ff”(Co,$)) -+ H”(%(4). 
L’ensemble des points de rang maximum est un ouvert du schema de 
Hilbert (cf. [AH], p. 344). Un argument de densite dans le schema des 
multijettes de multi-indice lixe fi nous montre que I’entier pk dtlini par 
Pk = Max,, Y (rang FA, y) 
est egal au rang du morphisme cp,r(d). C’est ce dernier que nous allons 
calculer dans la suite de cet article. 
INTERPOLATION A NVARIABLES 277 
11.2. Reduction au Cas Oti le Corps de Base Est AlgPbriquement Clos. 
11.2.1. Dans ce paragraphe nous supposons que k est un corps com- 
mutatif de caracttristique nulle (non ntcessairement algebriquement ~10s). 
Soit R une cloture algebrique de k. La demonstration faite pour le cas de 
dimension 2 par Eastwood (cf. [E, Sect. 1.4.21) s’applique ici et nous 
permet d’enoncer le 
11.2.2. LEMME. Si k est une cl&ure algbbrique de k 
Ce lemme va nous permettre de supposer desormais, pour le calcul du 
rang de q,<(d), que le corps de base est algebriquement ~10s. 
11.3. Caractirisation des M&jet&es G&draIes RangPes. Comme dans 
[AH, p. 3451, on dira qu’un sous-schema Y de P” est rangt au niveau d si 
le morphisme nature1 
est bijectif. 
Enon$ons la 
11.3.1. PROPOSITION FONDAMENTALE. Soit E une application de N* vers N 
d support fini, d est un entier naturel, N un entier de 13, + co [ et D” la multi- 
jet&e g&bale de [Fpr associke ci E; alors 
D” range’e o 
Vi&d+2, Ei=O 
C$If+’ jEj= (“LN). 
11.3.2. N&es&i des Conditions. La ntcessite des conditions est facile. 
En effet si D” est range au niveau d, cpDe(d) est surjective et par suite 
Vie [d+2, +a[, &;=O. 
Enfin p,,(d) etant un isomorphisme entre H’(U,;(d)) et H”(oDP(d)), la 
comparaison des dimensions donne: 
j=$+' jEj=("iN). 
j=l 
11.3.3. Suffisance des Conditions. 
11.3.3.1. Remarque. La relation “etre sptcialisation de” est un ordre 
partiel sur l’ensemble des multijettes gtntrales de lPr. Nous pouvons nous 
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contenter de montrer la suffisance des conditions pour une multijetee 
generale maximale (pour cet ordre). On peut done supposer, quitte a 
rtaliser des collisions de front que 
rz&, +n,>d+ 1. 
Nous supposerons vtriliee dans la suite la condition plus faible 
i= C(d+ lW1 
c Ej< 1. 
,=I 
11.3.3.2. La preuve de la suflisance des conditions fera l’objet des 
paragraphes V (pour la dimension 3) et VI (pour la dimension Na4). Les 
constructions d&rites en V et VI sont prtpartes dans les paragraphes III 
et IV, qui contient des lemmes sur la quadrique. 
11.4. ConsPquences de la Proposition Fondamentale. 
11.4.1. CaractCrisation des Multijettes GPntrales de Rang Maximum de 
P,N(N2 3). Soit (ni)i, I,....I une suite dtcroissante d’entiers de kJ* et E 
l’application associee (cf. Section 1.4.3). Soit Y := D” la multijette gtnerale 
de Pf associte a E. 
Rappel. On dit que Y est de rang maximum si pour tout entier de S de 
fW, le morphisme naturel, 
(PAS): ff”o%p)) -+ ffO(G(S)) 
est de rang maximum. 
Nous allons caracteriser les multijettes gentrales de IF’; de rang maxi- 
mum par le 
11.4.1.1. COROLLAIRE. Soit N 2 3 et D” la multijetke gkntrale de p,“, soit 
d I’unique entier tel que 
Gjz*j&j<(d+E+ ‘) 




D” est de rang maximum o 
ViEj[d+3, +a[, Ei=O 
E d+2Ge. 
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11.4.1.2. Nkcessitd des Conditions. Posons Y := D”. Pour des raisons 
evidentes de dimensions cp ,,(d) est injective et cp ,,(d + 1) surjective; la 
surjectivite de q-r y(d + 1) impose 
ViE I[d+3, +m[, Ei = 0. 
D’autre part soit ye l’application definie par 
yI: N *+N 
ib Ei si in N*\{d+ 1, d+2j 
d+lH.s d+l +&d+2 
d+2t+O, 
et soit D” la multijetee generale de p,” associee a 9. Comme D” est incluse 
dans D” et que q,.(d) est injective, q,,(d) l’est aussi. 
En passant aux dimensions pour le morphisme 
nous obtenons 
dim H”(6Q(d)) = 
c’est-a-dire 
d 1 iv,= c iE,--d+2, 
it N’ iEN* 
E d+2Ge. 
11.4.1.3. Suffisance des Conditions. Nous savons (cf. [AH]) qu’il nous 
suffit de montrer l’existence de deux multijetees gentrales de P,“, Dfi et D” 
assocites aux suites decroissantes 17 et p, telles que 
que D” est rangee au niveau d et que D” est rangee au niveau d+ 1. Soit 
L l’entier delini par 
et soit d’autre part p = (p,),, ,,,,,,L la suite decroissante definie par 
pj = nj si .ie [[l, 111, 
pj= 1 si jE [l+ 1, L]. 
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L’hypothese E d+2 < e assure alors l’existence de m = (m,),, i,...,[, suite 
d’entiers de N verifiant 
Soit n la suite decroissante obtenue en reordonnant la suite m. On a alors, 
par construction, D” c D” c D”. Enlin D” et D” sont rang&es au niveau d 
et d + 1 respectivement, d’apres la Proposition 11.3.1 et puisque l’hypothese 
E d+z<e assure que 17, <d+ 1. 
11.4.2. Resolution du ProbEme Initial. Soit Y := D” = D” la multijetee 
generale de lF’r associee a la suite decroissante n= (n,),, ,,..,,, et a l’applica- 
tion E (cf. Section 1.4.3). Soit d un entier natural quelconque. Remarquons 
qu’en appliquant a la suite exacte longue de cohomologie les rtsultats 
classiques sur la cohomologie des espaces PN (cf. [H, p. 2253) et des 
schtmas finis (cf. [H, p. 208]), il nous suflit de preciser la dimension du 
noyau du morphisme 
pour connaitre toutes les dimensions cohomologiques des ideaux tordus 
(par Cop:(d)) du sous-schema Y. 
Montrons done le 
11.4.2.1. COROLLAIRE. Soit NB 3, d un entier de fV et Y := D” la multi- 
jet&e gkntrale de pf associke Li la suite dkroissante n = (n,),, ,,.,,,,. Posons 
ViE EL 4, n,! = min(d+ 1, n,). 
Alors 
Preuve du Corollaire. Soit Y’ := D”‘, la multijetee generale associee a la 
suite decroissante 
n’ = (nO,=, .._ ,. , . 
11 est clair que 
ker q y(d) = ker cp yV (d). 
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Notons par E l’entier defini par 
et distinguons deux cas. 
(a) E>O. 
Soit alors Al” = (n:),= ,,.,,, [+ E la suite decroissante dtfinie par 
i 
V’iE [l,rJI n I’ zz n ; 
ViE El+ 1, r+EJ nl’= 1, 
et soit Y” := D”” la multijette gtnerale de IPc associee a la suite 
decroissante n”. D’aprb la Proposition X3.1, Y” est rangee au niveau d et 
de la surjectivite du morphisme nature1 de H’(O,.,(d)) vers H”(Co,.(d)) 
nous dtduisons que 
dim ker cp ,,, (d) = dim ker cp ,,(d) = 
(b) EGO. 
Alors d’apres le Corollaire 11.4.1.1, Y’ est de rang maximum et, puisque 
cj:i ni 3 (d+NN), (am, est injective et par suite 
dimkercp,.(d)=dimkerq,(d)=O, 
ce qui acheve la demonstration du Corollaire X4.2.1. 1 
11.5. Retour au Probkme Pose duns l’lntroduction. Le Corollaire 11.4.2.1 
montre que 
rangcp,(d)=min ((“iN), :gl n:). 
Le Theo&me 0 de l’introduction resulte alors de cette Cgalite et du 
Lemme 11.2.2. 
Remarque. En dimension deux on a montre (cf. [E]) que le maximum 
du rang de FA,. (cf. Introduction) Ctait atteint pour des jettes toutes 
paralleles a un hyperplan donne (c’est-a-dire a une droite en dimension 
deux). Ce resultat ne se generalise pas en dimension suptrieure. En effet, si 
N = 3, d= 3, sq = 5, .si = .s2 = s3 = 0 le schema reunion de 5 droites gtntri- 
ques coupant une m&me droite du plan a l’inlini nest pas range (car il est 
clair que cp ,(3) n’est pas bijective). 
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III. JET~ES D'ORDRE SUP~RIEUR: TRACE ET RBSIDUEL 
111.1. Jet&e d’Ordre Supbrieur. Designons par C’ le schema 
Pr x G:(N) x G:(N) c’est-a-dire le schema des drapeaux de type (0, 1, 2) de 
PF. Soit Z’ le sous-schema associe a la variete des triplets (M, L, P) tels 
que A4 est un point de P,“, L une droite de Pp, P un plan de P,” tels que 
A4 soit sur L et L soit dans P. 
111.1.1. DEFINITIONS. Soit D = (M, L, P) un point (non necessairement 
ferme) de Z’, soit r un entier de N* et (p,), = I,.,,,r une suite strictement 
dicroissante d’entiers de N * que nous designerons par p. 
Nous delinissons alors Dp comme Ctant le sous-schema de Pg, od K est 
le corps de definition de D, dont l’idtal est defini par 
j=r+l 
zD,=z,+ 1 Z$-IZ$ 
i= 1 
oti d’une part nous avons pose par convention pr+ I = 0 et d’autre part I,,,, 
Z,, et I, designent respectivement les ideaux de M, de L et de P. Nous 
appellerons le sous-schema Dp une jetde d’ordre r ou plus prtcistment une 
p-jetke. 
Le point M est le support de Dp, nous appelerons L son axe et P son 
plan. La colongueur de D, est l’entier dtlini par 
i=, 
IPI := 1 P,. 
i= 1 
Dans un systeme de coordonntes aftines centre en M, dont I’axe des x, 
est pork par L, et dont l’axe x2 est dans le plan P, l’idtal Zgp est engendre 
par les monomes 
x7’, xyx*, . ..) x7x;-‘, x;, x3, . ..) XN. 
Enlin Dp est gtnerale si et seulement si D est generique dans Z’. 
111.1.2. Remarque. Une jetee simple peut kre consider&e comme une 
jet&e d’ordre un ayant comme plan un plan arbitraire contenant son axe. 
111.1.3. Terminologie. Une (2, 1 )-jet&e est parfois appelee “point triple”, 
comme dans [HH]. Exemple: le sous-schema dtlini par l’ideal 
(X2, XY, Y*, 2) en dimension 3. 
111.2. Trace et R&duel des JetPes d’Ordre S&view. 
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111.2.1. Jet&e Simple Extravertie sur une Hypersurface RhguliPre S. 
DEFINITION. Si D = (M, L) est un element de contact et p un entier de 
N * nous dirons que Dp est extravertie sur S si M et sur S et si D est trans- 
verse a S. 
Le schema trace (cf. [AH, p. 3521) de Dp sur S est le point M tandis que 
le schema residue1 (cf. [AH, p. 3531) est la jetee Dp ‘. 
111.2.2. JetPe Simple Gh!riquement Tangente ci une Quadrique Lisse Q 
de p:. 
DEFINITION. Si D = (M, L) est une element de contact et p un entier de 
12, + cc [, nous dirons que Dp est gknhiquement tangente 4 Q si M est sur 
Q et L est tangente a Q. 
La trace de Dp sur Q est la 2-jetee D2 tandis que le residue1 est la 
(p-2)-jetee Dpp2. 
111.2.3. Jet&e Simple Introvertie duns un Hyperplan H de Pi ou duns un 
Systsme 9 de GCnkatrices d’une Quadrique Lisse de p:. 
DEFINITION. Si D = (M, L) est un element de contact et p un entier de 
N*, nous dirons que Dp est introvertie 
- dans H si M est dans H et L aussi. 
- sur le systeme 9 de generatrices de Q si M est sur Q et L appar- 
tient a 9. 
Dp est alors inclus dans H (respectivement dans Q). 
111.2.4. Jetee d’Ordre Quelconque Amhivertie sur un Hyperplan H. 
DEFINITION. Soit Dp une jetee d’ordre r definie par la suite strictement 
decroissante p = (p 1, p2, . . . . p,) et par le triplet D = (M, L, P) de I-’ tel que 
L soit dans H et P soit transverse a H en M. Nous dirons alors que Dp 
est ambivertie duns H. 
La trace de Dp est la jetee simple 0:’ ou D, = (M, L) est dans H. Le 
residue1 est la jetee d’ordre r - 1 dtfinie par D(P2.....Pr). 
111.2.4.1. Remarques. (1) Cas d’une (2, 1)-Jet&e. Dans le cas d’une 
(2, 1)-jetee ambivertie sur un hyperplan H la colongueur du schema trace 
sur H est minimale. Conformement aux idtes de [AH] on pourrait done 
la qualifier d’extravertie sur H. Cela implique que le support de la jette est 
sur H. 
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111.2.4.2. (2) Cus d’une Jet& Simple. Dans le cas d’une jet&e simple 
ambivertie sur un hyperplan H la colongueur du schema trace est maxi- 
male. Ici encore on pourrait la qualifier d’introvertie dans H. 
111.2.5. Jet&e d’Ordre Quelconque Ambivertie sur le SystPme 9 d’une 
Quadrique Lisse Q de p:. 
DEFINITION. Soit Q une quadrique lisse de p: et 9 un systeme de 
generatrices de Q. Soit Dp une jet&e d’ordre r delinie par la suite stricte- 
ment decroissante p = (p,, . . . . p,) et par le triplet D = (M, L, P) de r’ tel 
que L soit une droite de 9 et que P soit un plan, contenant L, transverse 
a Q en M. Nous dirons alors que Dp est ambivertie sur Q (le systeme 9 
etant alors sous-entendu). 
La trace de Dp est la jetee simple 0;’ oti D, = (M, L). Le residue1 de Dp 
est la jetee d’ordre r - 1, D(pz,...,pr). 
111.2.6. Remarque sur les (d + 1)-Jet&es. Le lemme suivant qui resulte 
facilement de la formule de Taylor nous sera utile. 
LEMME. Soit Y := Dd+’ une jetPe simple avec D = (M, L) un t%ment de 
contact de r. Soit P un polynBme reprksentant un t%!ment de H’(O,;(d)). 
Alors 
P,.=OoP,,=O. 
111.2.7. Dans la suite de cet article nous utiliserons a plusieurs reprises 
le Lemme 111.2.6 pour le calcul de sous-espaces du type ker cpo.$d); ce 
lemme nous conduira a remplacer systematiquement une (d + I)-jet&e par 
son axe L ce qui nous rendra possible I’exploitation des rtsulats de 
Hartshorne et Hirschowitz (cf. [HH]) sur les droites en position g&&ale 
dans lF’f. Desormais D” (ou D”) designera done la reunion de sd+ i droites 
avec toutes les jetees de longueur inferieure ou tgale a d. De mCme quand 
on exploitera (cf. Section V) une quadrique Q, on sptcialisera systemati- 
quement les d-jettes sur Q. 
IV. QUELQUES LEMMES SUR LA QUADRIQUE LISSE Q DE IPz 
IV.l. Rappels sur les Quadriques de pi. Dans la suite nous dtsignerons 
par Q une quadrique lisse munie d’un isomorphisme avec lp: x Pk qui 
induit un isomorphisme entre Pit Q et Z2. Soient c( et /I deux entiers de Z 
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et Y un sow-schema de Q de type (a, p); now designerons par @o(a, /?) le 
faisceau inversible 5!(Y) qui est isomorphe a 
En tensorisant la suite exacte 
associee au sous-schema Y on obtient la suite exacte 
IV.2. DEFINITION. Soient toujours 9 l’un des systemes de generatrices 
de Q et n = (r2,)i,1,,,,,1 une suite decroissante de N* et E l’application 
associee (cf. Section 1.4.3); la multijetee D” ou D = (DI, . . . . DI) sera dite une 
9-multijetke si pour tout i de 11, a, 0” est (schtmatiquement) incluse dans 
une droite de 9. 
La $5multijetee D” est gtnhle si et seulement si Di est generique pour 
tout i de 11, 4. 
Montrons alors le 
IV.3. LEMME. Soit a et /? deux entiers de N. Soit 9 un systsme de 
ghu!ratrices de la quadrique lisse Q de Pi. Si D” est la %multijetPe g&hale 
associke h E et A” une jet&e simple introvertie sur une droite du syskme 9 tels 
9ue 
i 
s+C:X”;+’ jcj>(a+ l)(fl+ 1) 
sda+l 
(*) 
Alors H”( I,. v ds( a, p)) = 0. 
Dtmonstration. Remarquons qu’il nous sufht de montrer ce lemme 
quand il y a Cgalite en (*). 
Demontrons alors ce lemme par recurrence sur /J, a ttant quelconque 
dans N. Pour /3 nul il nous suflit de specialiser toutes les jet&es sur l’axe de 
As. Supposons done le lemme vrai pour /I dans [O, n - 11. Quitte a realiser 
au plus une collision de biais (cf. [E, Sect. 11.41) dans un plan transverse 
a Q et contenant I’axe de A nous pouvons ajuster (cf. [AH, p. 3611) sur 
l’axe A de As. L’exploitation de A par le lemme d’Horace (cf. [AH, 
p. 3541) nous ramene a l’hypothese de recurrence. 1 
IV.4. LEMME. Soient d un entier et ~3 est un systdme de gdntkatrices de 
la quadrique lisse Q de P:. Soient 0 une application de N* vers N ci support 
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fini, D” la Smultijette gCnPrale associke et T la rkunion de t exemplaires de 
(2, 1 )-jetkes g&&ales sur Q telles que 
j=d+ I 
3t+ c j6Ji=(d+l)*, 
j=l 





Posant Y := D&u T, on a 
H’(Z,(d)) = 0. 
Dans la suite [x] designera la partie entiere du nombre rationnel x. 
Demonstration. Si t = 0 le Lemme IV.4 se ramene au Lemme IV.3 deja 
prouve. Distinguons alors deux cas: 
- si 1 < t < (d + 1)/2, on sptcialise sur une droite D de 9 les 
t(2, - l)-jetees, puis on specialise p points simples et m points doubles sur 
D avec 2m+p=d+ 1-2t. 
Apres exploitation de D on est rament au Lemme IV.3 avec tl= d et 
/?=d- 1. 
- si (2d/3) 3 t > (d + 1)/2 on sptcialise [(d+ 1)/2] (2, 1 )-jetees sur 
D puis, si d est pair, on ajuste sur D avec un point simple. Apres exploita- 
tion de D on specialise sur D les t - [(d + 1)/2] (2, 1)-jettes restantes et 
l’on ajuste sur D en specialisant p points simples et m points doubles avec 
p+2m=d+l+[(d+1)/2]-2t. 
Apres exploitation de D on est ramene au Lemme IV.3 avec c( = d et 
/?=d-2. 1 
V. SUFFISANCE DES CONDITIONS DE LA SECTION 11.3.1 DANS LE CAS N= 3 
V.O. Rappels sur la Mkthode d’Horace. Un sous-schema fini X de p,” et 
un entier d etant don&s, la methode d’Horace (cf. [AH]) est utilisee pour 
montrer que H’(J,(d)) = 0 06 J, dbigne le faisceau d’idtaux de X dans 
PN. Bien stk-, vu la semi-continuitt de la dimension du Ho, il suflit de 
montrer que H”(Jy(d)) = 0 en prenant pour Y une specialisation de X. 
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La methode d’Horace con&e, h l’instar du heros antique, a fractionner 
la difliculte en deux parties en utilisant (on dit en “exploitant”) une hyper- 
surface auxiliaire Q de degre s (dans le present article s vaut toujours 1 ou 
2). 11 suflit alors de prouver les deux conditions suivantes: 
(1) ff”(Jxnp,&4)=0, oh JxnQ,Q dtsigne l’ideal de l’intersection 
(schematique) Xn Q dans Q (condition en basse dimension ou “dime”). 
(2) Si 2 est le schema residue1 de Q dans X, intuitivement 
X - (Xn Q), H’(J,(d- s)) = 0 (condition en bas degre ou “degue”). 
V.l. Si d = 0, la suffisance est Cvidente. 
V.2. Si d= 1, la seule multijetee generale maximale est delinie par 
E2 = 2, 
E, =Eo=O. 
La suftisance des conditions rtsulte alors, par exemple, du fait que deux 
2-jettes generales ne sont pas coplanaires. 
V.3. Si d= 2, il y a trois multijetees maximales dtlinies par 
(a) +=3, s2=0, si=l, 
(b) e3=2, s2=2, s,=O, 
(cl E,=o, E2=5, E,=o. 
Dans ces trois cas nous montrons que D” est range en exploitant une 
quadrique propre Q, par la methode d’Horace, apres avoir specialist cer- 
taines jetees sur le systeme 9 de generatrices de Q et en ajustant eventuelle- 
ment par collision de biais (cf. [E, Sect. 11.41). Le detail des specialisations 
nest pas precise ici; elles sont tres faciles. 
Dans l’exploitation de Q la dime (cf. [AH, p, 3533) est verifiee d’apres le 
Lemme IV.3. 
V.4. Si d= 3, il y a quatre cas maximaux delinis par 
(a) Ed = 5, E, = E2 = El = 0, 
(b) E4=3, c3=2, c2=1, E,=O, 
(c) Eq = 2, E3 = 4, E2 = E, = 0, 
(d) E4=0, ~~=6, E2= 1, E1=O. 
Dans les cas (b), (c), et (d) nous montrons facilement que DC est rangee 
en exploitant une quadrique lisse Q. Les specialisations tres faciles ne sont 
pas reproduites ici. La dime est verifite toujours d’apres le Lemme IV.3. 
Le cas (a), moyennant la Section 111.2.6, resulte du Theo&me 1.1 de 
Hartshorne et Hirschowitz (cf. [HH]). 
481 ‘13912-2 
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V.5. Si d > 4, comme souvent quand on applique la methode d’Horace 
on va demontrer un &once plus general. Plus precisement montrons ici la 
PROPOSITION V.5.1. Si da 4 et si Y := D”‘u D”’ oti D”’ est la m&jet&e 




&I = 0 si j>d+l 
Alors H’(Z,(d)) = 0. 
Dimonstration. Nous posons, pour j dans N *, ~~ := &I + &,I). 
Designons par H, l’assertion de la Proposition V.5.1. Montrons que H, 
est vraie par recurrence sur d dans 14, + co 1. Supposons que H, est vraie 
si c est dans 14, d- l] avec d > 6 et montrons que H, est vraie. 11 nous 
suflira enlin de verifier H, et H,. 
Distinguons: 
V.5.2. ler Cas. cd+ 1 + cd+ E&- ,3 (d2 + d + 4)/6, divise en deux sous- 
cas: 
(a) d=3k ou d=3k+2 avec k dans 12, +a[. 
Nous allons encore exploiter Q en appliquant le lemme d’Horace: il 
existe une specialisation Y’ de Y oti Y’ = A u B et 
~ A est la reunion de (d2 + d)/6 jetees g&kales dans’ p: de 
longueur superieure ou tgale a d- 1 prises parmi les sd+ i + cd+ &i 
disponibles, 
- B est la reunion de toutes les autres jetees de Y sptcialistes sur le 
systeme 9 de Q. L’tgalitt tlementaire 
-y(d- I)=(d+ 1)2 
montre que l’ajustage sur Q est realist. 
La dime est verifite d’apres le Lemme IV.3 tandis que la degue (cf. [AH, 
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p. 3531) l’est d’apres le Theoreme 1.1 de Hartshorne et Hirschowitz (cf. 
CHHI I 
(b) d= 3k + 1 avec k dans 12, + 00 [. 
Nous allons encore exploiter Q. De I’inegalite 
VdE 16, + cg 1, Ed+ I I 1 __ +i$/+24_, 32k 2 (cf. Section VII. 1) 
il rtsulte l’existence d’un triplet (ydP 1, y,,, yrl+ 1) maximal pour l’ordre 
Eexicographique tel que 
Soit alors L la specialisation de Y delinie par L := A u B u C u D oh 
- A est la reunion de yd+ i (d+ 1)-jetees de D”‘, ou droites d’aprb 
la Section 111.2.6, et de o := ((d2 + d+ 4)/6) - yd+, - yd- ydP, jet&es 
generales dans P’“: de longueur superieur ou tgale a d- 1 (Sections VII.2 et 
VII.3 montrent que w est dans kJ), 
- B est la reunion de yd d-jetees de D”’ generiquement tangentes a 
Q (cf. Section 111.2.1) 
- C est la reunion de ydPI (d- 1 )-jet&es de D”’ generiquement 
tangentes a Q, 
- D est la reunion de toutes les autres jetees de Y specialistes ur le 
systtme 9 de gentratrices de Q. 
Soit A’ la sptcialisation de A form&e par t := yd+ i/2 coniques dtgtnertes 
non rtduites (cf. [HH, p. 1761) ayant leur point singulier general sur le 
systeme 9 de Q, reunies avec (d2 + d+ 4)/6 - (yd+ , + yrl+ ydP ,) jettes, de 
longueur superieure ou &gale a d- 1, generales dans Pi. Soit alors Z la 




montre que l’ajustage est realist: sur Q. 
Appliquons a Z le lemme d’Horace en exploitant Q, apt& avoir rappelltt 
que l’intersection d’une des t coniques degentrees non reduites avec Q est 
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la reunion de deux points simples et d’un point triple lies a Q, tandis que 
le residue1 est une conique dtgeneree reduite (cf. [HH, p. 1761). 
V.5.2.1. V&rlyication de la Dime. Les points ranges forment un ouvert 
du schema de Hilbert (cf. [AH], par exemple); pour verifier la dime il nous 
suftit done de montrer que la specialisation H de la trace Zn Q est rangee, 
ou H est le schema deduit de Z n Q en specialisant les 2-jetees, generique- 
ment tangentes, sur B. 
Pour montrer que H est rangee distinguons deux cas: 
- Yd+l=o. 
Alors la dime est veriliee, d’apres le Lemme IV.3, avec u = fi = 3k + 1. 
- yd+,>O, d’ou y J+ I > 2 (par definition de yd+ ]). 
Du choix de (yd- i, yd, yd+ ,) (cf. Section V.5.2(b)) et de l’hypothbe 
yd+, > 2, il resulte que Z contient (d’ + d+ 4)/6 - (yd+ 1 + yd+ ydp ,) 
(d + 1 )-jettes gentrales dans [Fn:. 
Designons par C$ le nombre de j-jetees (de la trace) introverties sur le 
systeme 9. On a 
et la premiere condition du Lemme IV.4 est verilite. On a de meme 
d’oh par addition 
d’oti il rtsulte tlementairement que 
3d+5 
8,-+2&b-- 
2 Yd+ 1 
puisque d > 6. 
Par suite, la deuxieme condition du lemme IV.4 est veritiee et H est 
rangee d’apres le Lemme IV.4. 
V.5.2.2. Vhification de la Dsgue. Nous allons a nouveau utiliser le 
lemme d’Horace pour montrer que le schema residue1 R est range au 
niveau d - 2. Pour cela remarquons qu’il existe une specialisation S de R 
telle que S=AuBuCuE, oii 
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- A est la reunion de yd+ ,/2 coniques reduites specialisees de facon 
qu’une des deux droites de chaque conique soit contenue dans le sysdme 
9 de gentratrices de Q, l’autre droite restant genlrale; 
- B est la reunion de yd-,(d-- 3)-jettes et de yd(d- 2)-jettes 
generales tangentes a Q; 
- C est la reunion de ((d-l)(d-2)/6-y,+,/2) (d-1)-jet&es 





(cf. Section VII.2) 
et d’autre part 
d2+ff+4-(y d+l+Yd+Yd&l)> (‘- l)(‘- 2, Yd+ ’ -- 6 2 (cf. Section VII . 3). 3 
- E est la reunion de toutes les autres jetees de R specialisees sur le 
systeme 9 de Q. 
Remarquons que d’apres l’ouverture des points ranges dans le schema de 
Hilbert il nous suflit de montrer que la sptcialisation R’ de R delinie par 
R’ := A u B’ u Cu E, oti B’ est la reunion de yd- 1 (d- 3)-jet&es et de yd 
(d- 2)-jetees generales sur le systeme 9 de Q, est rangee. 
L’egalite Clementaire 
nous montre que l’ajustage est rtalise sur Q. Exploitons alors le diviseur Q. 
F’&@zztion de la Dime. Le Lemme IV.3 montre que la dime est vtrifiee. 
Vkjkation de la DSgue. Le Thtoreme 1 de [HH] nous montre que la 
degue est verifite. 
V.5.3. 2Pme Cas. &+l+&d+&,<(d*+d+4)/6 (d>6). 
NOUS allons encore exploiter Q. Notons s I’entier [d/3]. L’intgalitt 
s,+s,+ .‘. fEdp2>2s+2 (cf. Section VII.4) 
montre que Y contient au moins 2s + 2 jet&es de longueur inferieure ou 
egale a d - 2. En outre l’inegalite 
j=d-2 
c jEi>(2s+2)(d-2) (cf. Section VII.4) 
i=l 
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montre qu’il existe une premiere specialisation P := D”’ u Ds de Y, ou D” 
est gentrale dans P: et D”” est %gtntrale, obtenue par des collisions de 
front (cf. [E, Sect. 11.31) entre jet&es de longueur inferieure ou &gale a 
d- 2, Cventuellement specialisees sur $9, telle que 
E”;+g;+ . . . +gp,<E;l+ ... +gs2<.s+ 1, 
gj = Ej si j>d-- 1, 
1 >g;I+E”;+ ‘.. +El;&*,2,, 
et 
Or d Ctant dans 16, + cc [ on a 
Soit alors Y, une specialisation de y definie par Y, := A u B u C, oti 
- A est la reunion de s jetees, de longueur dans 13, d- 24, 
specialisees sur 9 et que nous noterons A&, i variant dans [I, sl]; 
- B est la reunion de s jetees, de longueur dans 13, d- 20, g&kales 
dans Pi et que nous noterons Dki, i variant dans 11, SJ ; 
- C est la reunion de toutes les autres jetees de Y, qui sont generales 
dans P’: sauf au plus une %jetCe gentrale de longueur exactement d- 1 
(par hypothese), une %jetCe generale de longueur inferieure ou &gale a 
d-2. 
Soit P l’ensemble detini par 
P:= {in [l,sJ/min(Z,,k,)<d-3 et l;#ki} 
et soit p le cardinal de P. Quitte a reordonner nos jetbes on peut toujours 
supposer que P = [l, ~3 (toujours avec la convention que [a, bj = @ si 
b<a). 
Alors a toute application 8: 11, pa -+ { 0, 1, 2, 3 } associons une specialisa- 
tion Z, de Y, detinie par 
Z,=A,uCuE, 
ou A, est la reunion de p jetees d’ordre deux obtenues par collisions de 
biais (cf. [E, Sect. 11.41) dans le plan gentrique transverse a Q et le long 
de la gtntratrice gtntrique de 9. 
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Plus prtciskment A0 est la &union des jet&es d’ordre deux A$x”~, pour i 
dans 11, p], avec 
pi := max(li, ki) + ~9~ 
et 
zi := min(l,, k,) - Oi 
et oli E est la r&union des jet&es A; et Dkf, i variant dans [p + 1, s]. 
Notons B0 l’application nulle de 11, p] vers { 0, 1, 2, 3 }. Soit WBO une 
spkcialisation de Zoo dkiinie par 
od C’ est la rkunion de jet&es de C spkcialisks sur 9 et C” la r&union des 
autres jettes de C, restant g&n&ales dans FJ:, de telle sorte que la 
colongueur de la trace de W,, sur Q soit un entier L de l’intervalle 
I:= [(d+ l)‘- (d-2); (d+ 1)2]. 
L’existence de C’ et de C” est assurtte d’une part, par l’int5galitt: 
2E d+, +Ed+(S+ l)(d-2)+d- 1 <(d+ 1)2 (cf. Section VII.S), 
qui nous montre que la colongueur de la trace sur Q de ZO,, n’est pas trop 
grande pour pouvoir ajuster sur Q (cf. Section V.0); d’autre part par la 
spkcialisation de jet&es augmentant la colongueur de la trace d’au plus 
d- 1; enh, par l’intgaliti: kkmentaire 
qui nous montre que la colongueur de C est assez grande pour que la 
colongueur de la trace de Woo sur Q soit dans l’intervalle I. 
Dksignons alors par o! l’entier o! := (d+ l)* -L et par (4, r) I’unique 
couple d’entiers d&hi par 
cx=3q+r avec 0 d r < 3, 
et remarquons que l’intgalitb triviale 
nous montre que si q = s alors r = 0. 
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Soit alors S une specialisation de Y ainsi dttinie: 
ler Gas. (q=$p--1) ou (q=p et r=O). 
Soit 
0’: El, PB -+ (0, 1,2, 3) 
ib3 si if5 [l, 41, 
g+lHY, 
i++O si i>q+l 
(avec les conventions Cvidentes si q = p). Alors nous posons 
S=AQ.uC’uC”uE. 
2eme Cas. (q>p) ou (q=p et r>O). 
Alors notons 0” l’application constante et egale a 3 de fl, pj vers 
{0, 1,2, 3). Designons d’autre par par E’ la reunion 
- si r = 0: des q - p jetees d’ordre deux A%‘; pour i dans [p + 1, qJ 
(car q < s) avec yi= Ii + 3 et yi = ki - 3 obtenues par collision de biais 
comme ci-dessus; 
- si r > 0: des q-p + 1 jetees d’ordre deux A>‘; pour i dans 




Y 9+1 =l,+,+r et yb+l==ky+l-rr 
obtenues par collision de biais comme ci-dessus, et dtsignons par E” la 
reunion des autres jettes de E, c’est a dire les jet&es A& et Dk8 pour i dans 
Bs+1+C(r+2)/3l,sI. 
Alors nous posons S = A,,, v C’ v C” v E’ u E”. 
Par construction l’ajustage sur Q est rtalise pour S puisque par construc- 
tion la colongueur de la trace de S sur Q est bien (d+ 1)‘. Exploitons 
alors Q. 
VbriJi:cation de la Dime. La dime est vtrifiee d’apres le Lemme IV.3. 
VPrification de la D&gue. La dbgue sera veritiee d’apres l’hypothese de 
recurrence Hdp 2 des que nous aurons vtrifii les hypotheses de recurrence 
sur le rtsiduel. A cet effet remarquons que l’intgalite tvidente 
VdE 16, + 00 1, [JC[~]fl, 
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nous montre qu’il n’y a pas trop de jettes liees a Q dans le residue& leur 
longueur etant, par construction de E’ et de 0’ et f3”, inferieure ou Cgale a 
d- 4, sauf, peut-etre, l’une d’entre elles qui peut etre de longueur A - 3 
(c’est le cas si r= 1 et Z,+,=k,-, =d-2). 
11 nous reste a montrer que H, et H, sont vraies. 
V.5.4. Vhification de H,. Distinguons encore les deux cas: 
V.5.4.1. Si Ed + .s5 + E: > 6, la demonstration d&rite en Section V.5.2(a) 
s’applique. 
V.5.4.2. Si sg + .sg + E: < 6, D”” contient au plus une 9-jette generale de 
longueur quatre et deux 9-jetees gentrales de longueur inferieure ou &gale 
a trois. 11 en resulte que par des collisions de front entre les jettes gentrales 
de D”’ de longueur inferieure ou egale a trois, Y admet une specialisation 
P := D”’ u D?, ou D’ est generale dans Pi et Dr %generale, telle que 
E”; + E; + ai, > C)-(4+3+3) =7 
6 1 
t est done rangee d’apres la Section V.5.4.1, et Y aussi. 
V.5.5. Vbification de H,. Distinguons encore deux cas. 
v.5.5.1. Soit Es + E4 + E; > 4. 




Es + Ed + E; 1 4 1 --=--- 
2 2 2 2 2’ 
done I’entier [~~/2] + Ed + 2~; est superieur ou egal a deux. 
Dttinissons alors ys, y4, y3 et t comme dans la Section V.5.2(b). 
- Si ys = 0 ou si ys = 2, les sptcialisations d&rites en Section 
V.5.2(b) montrent que Y est range. 
- Si ys = 4, alors cg > 4, d’ou y4 = y3 = 0 et par suite, d’apres le choix 
du triplet (y3, y4, ys), Ed = E; = 0. 
Distinguons trois cas: 
- Si Es = 7, alors ~~ = 0 pour tout i E 11, 41 et le Theoreme 1.1 de 
[HH] montre que Y est range. 
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- Si 4 d Ed d 5, on a, compte tenu des hypotheses faites sur D”“, 
E; + E; > 0, puisque cd = E; = 0. Soit alors Z une specialisation de Y dtfinie 
par Z:=AuB, oti 
- A est la reunion de trois 5-jetees generales dans p: et d’un point 
si E’, > 0, d’une 2-jet&e extravertie sur Q si E’, = 0, 
- B est la reunion de toutes les autres jetees de Y specialisees sur 9. 
Une exploitation de Q montre que Y est range puisque la dime est veriliee 
par le Lemme IV.3 tandis que la degue Test d’apres [HH, Theo&me 1.11. 
- Si Ed = 6, alors Y admet une specialisation y, obtenue par 
collision de front, telle que 8; = 7 (en remarquant que pour une droite la 
contrainte d’etre sur une quadrique est vide); P est done range d’apres ce 
qui precede, et par suite Y l’est aussi. 
V.5.5.2. Soit a present s5 + Ed + E; < 4. Alors, D”” contient au plus deux 
%jetCes de longueur inferieure ou Cgale a deux et une %jetCe de longueur 
trois. 
11 en rtsulte que par des collisions de front entre les jetees generales de 
D”’ de longueur inferieure a trois, Y admet une specialisation y telle que, 
avec des notations Cvidentes, 
F”; + Ej? + 8; > 
i 
(:)-(2+2+3) =5 
5 1 . 
D’apres la Section V.5.5.1, B est rangee et par suite Y I’est aussi. 
VI. SUFFISANCE DES CONDITIONS DE LA SECTION 11.3.1 
POUR NDANS 114, +cO[ 
Designons encore par Q une quadrique propre de p: et par 9 un 
systeme de generatrices de Q. Soit aussi H un hyperplan de p,“. Ici encore 
nous allons dtmontrer un Cnonce plus general que celui recherche. Pour 
cela delinissons, pour d et N entiers naturels de N, les enonds Kd,N et K&,,, 
par 
Kd,N. Soit Y := D”‘u Dg, ou D”’ est la multijetee generale de p,” 
associee a E’ et 0; la multijette g&i&ale dans H associee a E” avec 
E; = E,; = 0 si s est dans [d+2, +m[, 
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alors Y est rang6 au niveau d. 
Notation. Pour j dans N nous poserons &j := E,! + 6;. 
G,N. Soit Y := D” u T,, oti D” est la multijette gCnbrale de pf associke 
ri E et T, la rirunion de t (2, 1)-jetbes gtntrales dans p,” avec 
E,y = 0 si s est dans [d+2, +a[, 
tdd-1 si d est dans 11, +oo[, 
t=O si d=O, 
cl>d-l 
et 
alors Y est rangi: au niveau d. 
Montrons alors la proposition 
VI.1. PROPOSITION. Pour de N, et NE [4, +a[, K,,, et Kh,, sont 
vraies. 
Dans le cas oti N est suptrieur ou tgal A 4, remarquons que la suflisance 
des conditions de la Proposition 11.3.1 rksultera de la vkracitk de Kd+. 
DPmonstration de la Proposition VI.l. La Proposition VI.1 va rksulter, 
par rhurrence, des six affirmations suivantes: 
K,, et KkN sont vraies; 








Vde 12, +a[[ 
VNc[5, +a[ 
Kd+1+Kd-,,,v=-K;,N; 
Vde [2, +a[ 
VNe[5, +a[ 
%N-,+K.c,-,+K- l,,v=‘Kd,t+ (A6) 
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VI.2. DPmonstration de (A,). K,,, et Kb,, sont triviaux; K1,,, aussi 
bien que K;., sont des &non&s moins speciaux que [HH, Theoreme 1.11, 
VI.3. Dtmonstration de (AZ). Nous allons exploiter la quadrique Q. 
Notons d’abord que l’intgalitt 
2t+Ed+2E c,+ 1 d Cd+ 1 J2 (cf. Section VII.6). 
montre que la colongueur de Y n’est pas trop grande pour pouvoir ajuster. 
Enfin l’intgalite tlementaire 
t+d-2<2d-3< -(d+ 1)’ 
montre qu’il existe une specialisation Z de Y delinie par 
Z:=AvBvCuD,oti 
- A est la reunion de t (2, 1)-jet&es ambiverties sur la famille 9 de 
generatrices de Q, 
- B, dont la colongueur vaut (d+ l)‘- 2t - x oti x est dans 
[lo, d - 21, est la reunion de jetees simples de Y introverties sur le systeme 
9 de Q, 
- C est la reunion de x points simples sptcialises sur 3, 
~ D est la reunion des autres jetees qui sont generales dans pf. 
11 nous s&fit de montrer que Z est range. 
Vkrfication de la Dime. La dime est veriliee d’aprbs le Lemme IV.3. 
Vhification de la DGggue. Remarquons que le schema residue1 contient 
t points simples generiques sur le systeme 9 de Q, et distinguons deux cas: 
ler Cas. d>,5. 
L’intgalite Cltmentaire 
VdE 15, + co[, ([F]+l)(d--4)+d--3>d-l>t (VI.3.1) 
montre alors que R est moins special que le schema Y de la Proposi- 
tion V.5.1. (On peut se ramener a Y par au plus t - 1 collisions de front 
entre les t points simples lies a Q.) La Proposition V.5.1 montre alors que 
R est range au niveau d- 2 et la dbgue est veriliie. 
2Sme Cas. 2ddd4. 
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L’intgalitt VI.3.1 n’est plus verilite mais la degue est verifiee d’apres la 
Section V puisque, pour trois points (ou moins de trois points) la 
contrainte d’etre sur une quadrique est vide. 
VI.4. D6monstrution de (A6). Comme [HH] dtsignons, pour N et d 
donnes, par s(d, N) et p(d, N) les entiers uniques delinis par 
= (d+ 1) s(d, N) - p(d, N) 
et 
0 < Ad, N) d d. 
Distinguons deux cas: 
VI.4.1. ler Cus. Em+ i >s(d- 1, N). 
Nous allons utiliser encore le lemme d’Horace en exploitant un hyper- 
plan H de Pp. L’inegalite 
VdE 12, +CO[ 
VNE[~, +a[ 
s(d- 1, N)-2p(d- 1, N)ad- 1 (cf. Section VII.7) 
montre qu’il existe une specialisation Z de Y definie par Z = A u B u C, oti 
~ A est la reunion de 2p(d- 1, N) (d + 1)-jetees, ou droites (cf. 
Section 111.2.6.) specialisees en p(d- 1, N) coniques dtgtnerees ayant leur 
point singulier general dans H (cf. [HH, p. 176]), 
~ B est la reunion de s(d-1, N)-2p(d-1, N) (d+l)-jetees 
gtnerales dans P,“, 
~ C est la reunion de toutes les autres jetees de Y introverties 
dans H. 
Exploitons H. 
VPrijkation de la Dime. La dime est vtrilite d’apres K& 1 puisque, 
dune part, l’inegalite p(d- 1, N) d d- 1 montre qu’il n’y a pas trop de 
points triples dans H, et d’autre part, l’inegalite (VII.7) montre que la trace 
contient au moins d- 1 points simples generiques dans H. 
V&zjkation de la DSggue. La degue est vtrifiee par Hartshorne et 
Hirschowitz (cf. [HH, p. 1821). 
VI.4.2. 2Pme Cas. Ed+, <s(d- 1, N). 
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Now allow encore exploiter le diviseur H, mais remarquons deja que 
l’inegalite 




1 E,>(2d-1) (cf. Section VII.8) 
,=I 
montre que Y contient au moins 2d- 1 jettes de longueur inferieure ou 
egale a d, dont par l’hypothese (Z&), au plus d sont introverties dans H. 
Soit done Y, une premiere specialisation de Y telle que Y, := A u B u C, 
Oil 
- A est la reunion de d jetees de longueur inferieure ou egale a d, 
introverties dans H; nous les noterons A$,, oti Ii est entier et i est dans 
Cl. 4, 
- B est la reunion de d- 1 jettes gtnerales dans P,“, de longueur 
inferieure ou &gale a d; nous les noterons done Dkz oti k, est entier et i dans 
Ul, d- 11, 
- C est la reunion de toutes les autres jettes de Y qui sont generales 
dans Pf. 
Designons par P l’ensemble defini par 
P:= {in 11, d- lJ/&ki} 
et par p le cardinal de P. Quitte a renumeroter les jet&es on peut supposer 
que P= 11, p]. 
A toute application 8 de [II, JJ] vers (0, 1 } associons la specialisation Z, 
de Y, delinie par Z,:=A,vEuC, oti 
- A, est la reunion de p jettes d’ordre deux ambiverties dans H, i 
savoir les jetees A>pz, obtenues par collision de biais, pour i dans 11, p] 
avec 
cli = max(k,, l;) + Oi et pi = min(ki, li) - oi, 
- E est la reunion des jetees A/;, et Dkf, pour i dans [p+ 1, d- 11, 
et de la jette A%. 
Dtsignons par 8, l’application identiquement nulle de 11, p] vers (0, 1 }. 
L’inegalite 
VdE 12, +a[ 
VINE[4, +co[l 
sd+i +d2$(d+y- ‘) (cf.(VII.9)) 
INTERPOLATION b, N VARIABLES 301 
montre que la colongueur de la trace de Z,, sur H n’est pas trop grande 
(pour pouvoir ajuster). Soit We,, une spkialisation de Z,, dtfinie par 
W,,:=Z,,uEvC’uC”, 
oti C’ est la &union de jet&es de C introverties dans H et C” la r&union des 
autres jetkes de C de telle sorte que la colongueur de la trace de W,, sur 
H soit un entier L de l’intervalle 
L’existence de C’ et C” est assurte par l’inigaliti: 
(cf. SectionVII.10) 
qui montre que la colongueur de la trace peut &tre rendue assez grande. 
DCsignons alors par CI l’entier 
et dttinissons une nouvelle sptcialisation S de Y en distinguant trois cas: 
- si CI =0 posons S := Woo; 
- si 1 < c1< p, considkrons l’application 
mu, Pil + (O,l> 
it-+1 si iE [l, a], 
ik--+O sinon, 
et posons 
S := A,, v E u C’ v C”; 
- si p < CI < d- 1 alors notons 8, l’application de 11, p] vers (0, I> 
constante et &gale A 1 et posons S := Agr, u C’ LJ C” u E’u E”, oti 
- E’ est la r&union de CL-~ jettes d’ordre deux ambiverties dans H 
et obtenues par collisions de biais dans le plan ghhique transverse A H 
entre les jet&es A’;, et Dks, de E, pour i variant dans [Ip + 1, ~1 (on a done 
Ii = k;). Plus prkistment E’ est la r&union des a - p jetties A>B’ pour i dans 
[rp+ 1, a], a,=li+ 1 et Pi=k,- 1 =li- 1. 
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- E” est la reunion des autres jetees de E, c’est a dire des jetees 
Ai pour i dans [Ia + 1, 4 
et des jetees 
Dk’ pour i dans [[N + 1, d- II]. 
Alors par construction de S l’ajustage sur H est realise. Exploitons 
done H. 
Vhjkation de la Dime. La dime est verilite d’apres Kd,N _ 1. 
VPrzjkation de la Dggue. La degue est veriliee d’aprb K,- ,,,,. 
En effet par construction de S, le residue1 de S ne contiendra qu’au plus 
d- 1 jetees de longueur inferieure ou Cgale a d- 1, sptcialisees dans H. 
VI.5. DPmonstration de (A3). (A3) resulte de la demonstration de (A6) 
dans laquelle on choisit N tgal a 4 en iemarquant toutefois que la dime de 
la Section V1.4.2 est veriliee d’apres la Section V (et non pas d’apres Kd,3 
qui est faux, la colongueur de la trace sur H ttant “trop grande” comme 
le montre l’exemple ou D& contient quatre 4-jetees specialisees dans H avec 
d tgal a 4). 
VI.6. Ddmonstration de (A,). Nous allons encore exploiter I’hyperplan 
H. Soit Y, une premiere specialisation de Y dtfinie par Y, := A u B u C, oti 
- A est la reunion des t (2, 1)-jettes ambiverties dans H, 
- B est la reunion de d- 1 points gentriques dans PC, 




Ed+, +2tqN+;- ‘) (cf. Section VII. 11) 
montre que la colongueur de la trace de Y, sur H n’est pas trop grande 
(pour pouvoir ajuster). D’autre par l’intgalite 
VdE 12, +co[ 
VNE[4, +a[[ 
t+d-l<(Nd+-d;l) (cf. Section VII. 12) 
montre qu’il existe une specialisation Y, de Y1 delinie par Y2 := 
A u B u C’ u C”, ou C’ est la reunion de jetees de C spicialisees dans H et 
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C” est la reunion des autres jetees de C qui restent done generales dans 
pf, de telle sorte que la colongueur de Y, soit un entier L de l’intervalle 
Designons par c( l’entier dttini par 
Entin soit Y, une specialisation de Y2 dtfinie par 
Y,:=AuC’uC”uB’vB”, 
ou B’ est la reunion de tl points de B specialises dans H et B” la reunion 
des d- 1 - CI points de B restants, toujours generiques dans [FD:. Par 
construction, l’ajustage de Y, sur H est realist. Exploitons H. 
V~rzfication de la Dime. La dime est vtrifite d’apres Kd,Np 1. 
V&ification de la DGgue. La degue est veriliee d’apres Kdp l,N, puisque 
le residue1 ne contient qu’au plus d- 1 points simples lies a H (provenant 
des t (2, 1 )-jetees). 
VI.7. D&monstration de (Ad). (A4) resulte de la demonstration de (A,) 
dans laquelle on a choisi N tgal a 4, en remarquant outefois que la dime 
est verifiee d’apres V (et non d’aprb K,,, cf. Section VI.5). 
VII. VERIFICATION DES CONDITIONS NUM~RIQUES 
INTERVENANT DANS LES SECTIONS V ET VI 
VII.1. [Ed+ ,/2] + Ed + 2&L.. , 3 Ed+ ,/2 - f + Ed + 2&, 3 
(E d+1+~d+~;_,)/2-+(d2+d+4)/12-+2(d-1)/3=2k des clue 
db 6. 
VII.2. yd+1/2dyd+,/2+yd+2~d~,=2(d-1)/3<(d-1)(d-2)/6 des 
que d est dans [6, + co]. 
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c’est A dire 
d2+d+4 2(d-l)>(d-l)(d-2). 
6 3 6 ’ 
cette inkgalitt: se vtriliant ttltmentairement. 
VII.4. On a 
j=dp2 J=dp2 




pour d dans 16, + cc 1. 
On a 
2E d+,+Ed+(S+l)(d-2)+d-l<(d+t)*. (VIIS) 
2E d+, +&,+(S+ l)(d-2)+d- 1 
<2(&d+,+&+&&-,)+(S+l)(d-2)+d-1 
82(d2+l+4)+(t+ 1) (d-2)+d- 1 (par hypothkse) 
<(d+ 1)2 (kltmentaire). 
2t+Ed+2E d+,<(d+l)*. (VII.6) 
En effet, de l’hypothkse 
j=d+ I 
3t+ 2 jEj= 
j= 1 
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Wt +2~~+~ +&J<d3+ 12d2- 13d+24; 
or un calcul tlCmentaire montre que 
Vd l 12, + co 1, d3+ 12d2- 13d+24<3d(d+ 1)2, 
cl’oti rtsulte l’intgalitk (VII.6). 
VdE 12, +a[ 
VNE 14, +a[ 1 
s(d-l,N)-2p(d-l,N)>d-1. (VII.7) 
VII.7.1. (a) Soit da 5. 
11 nous suffit de vhifier que 
s(d-l,N)-2(d-l)>(d-1). 
Or nous savons que 
s(d-l,iV)>‘N’~rl’. 
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11 nous suffit done de montrer que 
Pour d fixt dans 12, + con la suite dthie par q,(N) = (“if;‘) ktant 
croissante sur [4, + co I[, il suffit de faire voir que 
( > ,“‘; 2 3d(d- l), 
ce qui est vrai d&s que d 3 5. 
VII.7.2. (b) Soit d= 4. 
Vtrilions directement que 
VN E 14, + co 1, ~(3, N) - 2p(3, N) 3 3. 
On a 
+ ~(3, NJ 
~(3, N) = 
4 ’ 
avec 0 d ~(3, N) d 3. 11 suffit done que 
ce qui est vrai si N est dans 15, + cc [I. 
Enfin si N = 4, alors ~(3, 4) = 9, ~(3, 4) = 1 et (VII.7) est aussi vCrif%e. 
VII.7.3. (c) Soit d= 3. 
Une vkrilication directe comme en (b) montre qu’il suflit que 
(N+2)(N+ 1)>6 
6 ’ 
pour que (VII.7) soit vtrifik; c’est le cas pour N dans 15, + co [I. 
Enfin si N=4, alors ~(2, 4) = 5, ~(2, 4)=0 et (VII.7) est vh-ifike. 
VII.7.4. (d) Soit d= 2. 
De la mCme man&e qu’en (b) et (c) il sufit que 
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c’estlecassiNestdans[5, +cc[.PourN=4onas(l,4)=3etp(l,4)=1 
ce qui acheve la demonstration de (VII.7). 
Soit cdfl < s(d- 1, N). 
Comme 
,=d+l 
C jcj= din, , 
j= I i > 
il nous suflit de montrer que 
( ‘3 “; >2d*-d+(d+l)(s(d-l,N)-1); 
or nous savons que 
11 suflit done de montrer, apres reduction, que 
Ici encore, pour d lixe dans [2, + a3 1, la croissance de la suite delkie par 
pd(N)=d(N+fwl)-(Nd+dll) sur [4, +co[ 
montre qu’il suffit de prouver 
Un calcul Ciementaire montre que cette derniere inegaiite est veriliee pour 
d dans [7, + a[ u {2,3}. 
Preuve de l’int!galitt (VII.8) si d est duns [4, 61. On a, par definition de 
I’entier s: 
s( 3, 4) = 9, 
s(4, 4) = 14, 
s(5,4) = 21, 
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et I’inCgalitC (VII.8) se vtrifie directement si 
ou si 
(N=4 et d=4) 
ou si 
(N=4 et d= 5) 
(N=4 et d=6). 
Enh la croissance, pour d tixk dans (4, 5,6}, de la suite ,u~(N) dkfinie sur 
14, + 00 [ montre qu’il s&it de vCrilier que 
VdE (4, 5,619 d(d;4)-(;r;)>2d3-d2-d-l, 
ce qui est tltmentaire. 
Vde 12, +c.o[ 
VNE[4, +co[[ 
q,+l+d2<(d+;-1). (VII.9) 
Soit Ed+, < s(d- 1, N). 
11 sufit de vtrifier que 
Or nous savons que 
11 suffit done de vkrifier que 
Or pour d fix& dans 12, + co [, la croissance de la suite dtfinie par 
fait appardtre qu’il suffit de vtrifier l’intgalitt: 
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qui rtsulte d’un calcul Cltmentaire. 
VdE 52, +co[ 
VNGjr4, +a[[ I 
d(d- l)G(d-$yy. (VII.10) 
La suite, pour d fix& dans [2, + 00 [r, dChie par 
W)=(d;~;N) 
ttant croissante sur [4, + cc [I il sufflt de montrer que 





et cela se vtrifie Cltmentairement. 
Vde 12, +co[ 
VNE[~, +a[ 
Ed+l +2q+;- 7. (VII.11) 
Comme 
il nous sufflt de vCrifier que 
;;E ;;; I:;} (“d+3+2(d’- I)<(“+$- ‘) (d+ 1). 
Or pour d fix& dans [2, + ~01, la croissance de la suite dkfinie par 
ti,(N)=(N+;- ‘) (d+ I)-(“id> 
sur 84, + co [[, fait apparaitre qu’il suffit de prouver l’intgaliti: 
VdE 12, +a[[, 2(d2- l)<(d;3) (d+ l)-(d;4), 
qui se vCrifie tlkmentairement. 




II &it de montrer que 
Or, pour d fixk dans 12, + COB, la croissante de la suite dklinie par 
sur 14, + CC i[ montre qu’il sufft de prouver l’inkgalitk 
qui se vtrifie tkmentairement. 
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